
Èíòåðïîëÿöèÿ äëÿ äâóõ ïåðåìåííûõ

1. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ìíîãî÷ëåí f(x, y) ñòåïåíè íå âûøå n− 1
òàêîâ, ÷òî ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ x, y ⩽ n, x+y ⩽ n+1, âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî f(x, y) = x/y. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ f(0, 0).

2. Ðàññìîòðèì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâîM âñåõ òî÷åê âèäà

(i, j), 0 ⩽ i, j, i+j ⩽ n, è (n+1)(n+2)
2 âåùåñòâåííûõ ÷èñåë wij , (i, j) ∈ M .

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ìíîãî÷ëåí f ∈ R[x, y] ñòåïåíè íå âûøå n,
óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâàì f(i, j) = wij ïðè âñåõ (i, j) ∈ M .

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå îäíîãî òàêîãî ìíîãî÷ëåíà.

(b) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî wij = 0 ïðè âñåõ i+ j < n. Äîêàæèòå, ÷òî èñêî-
ìûé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä
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(c) Äîêàæèòå, ÷òî èñêîìûé ìíîãî÷ëåí âñåãäà ñóùåñòâóåò.

3. Ïóñòü òåïåðü çàäàíû äâà ìíîæåñòâà {x0, x1, . . . , xn}, {y0, y1, . . . , yn}
è íàáîð èç (n+1)(n+2)

2 âåùåñòâåííûõ ÷èñåë wij , (i, j) ∈ M . Íàñ èíòå-

ðåñóåò ìíîãî÷ëåí f ∈ R[x, y] ñòåïåíè íå âûøå n, óäîâëåòâîðÿþùèé
ðàâåíñòâàì f(xi, yj) = wij ïðè âñåõ (i, j) ∈ M . Î÷åâèäíî, ÷òî äîêàçà-

òåëüñòâî åãî åäèíñòâåííîñòè àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó çàäà÷è 2a.

(a) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî wij = 0 ïðè âñåõ i + j < n. Äîêàæèòå, ïðèâåäÿ
ÿâíóþ ôîðìóëó, ÷òî èñêîìûé ìíîãî÷ëåí ñóùåñòâóåò.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî èñêîìûé ìíîãî÷ëåí âñåãäà ñóùåñòâóåò.

4. Ïðî ìíîãî÷ëåí P ∈ R[x, y] èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåîòðèöàòåëüíîãî
öåëîãî ÷èñëà n êàæäûé èç ìíîãî÷ëåíîâ P (n, y) è P (x, n) èìååò ñòåïåíü
íå âûøå n. Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà P (x, x) ÷¼òíà.

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷¼òíîãî ÷èñëà n ⩾ 2 íàéä¼òñÿ ìíîãî÷ëåí

ñòåïåíè n, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

6. Äàíî ÷èñëî d ∈ N. Íàéäèòå âñå ôóíêöèè f : R2 → R òàêèå, ÷òî äëÿ

ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë A,B,C,D ôóíêöèÿ f(At+B,Ct+D) íà
âñ¼ì R ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðûì ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè íå âûøå d.

7. Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ g : Q2 → Q òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàöèî-

íàëüíîãî ÷èñëà t ôóíêöèè g(t, y) è g(x, t) ñîâïàäàþò ñ íåêîòîðûìè

ìíîãî÷ëåíàìè îäíîé ïåðåìåííîé íà âñ¼ì Q, íî ñàìà g íå ÿâëÿåòñÿ

ìíîãî÷ëåíîì?

8. Ñóùåñòâóåò ëè ôóíêöèÿ f : R2 → R òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåí-

íîãî ÷èñëà t ôóíêöèè f(t, y) è f(x, t) ñîâïàäàþò ñ íåêîòîðûìè ìíîãî-

÷ëåíàìè îäíîé ïåðåìåííîé íà âñ¼ì R, íî ñàìà f íå ÿâëÿåòñÿ ìíîãî-

÷ëåíîì äâóõ ïåðåìåííûõ?


